
ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
 Αόριστα Ολοκληρώματα 

Παράγουσα Συνάρτηση : Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε κάποιο διάστημα Δ. 
Αν υπάρχει συνάρτηση F τέτοια ώστε να ισχύει: 

𝐹𝐹′ (𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ,⩝x⋲Δ 

Τότε την συνάρτηση F την ονομάζω παράγουσα ή αρχική συνάρτηση της f. 

Π.χ: η 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥, έχει μια παράγουσα την 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2. Αλλά όχι μόνο αυτή. 
Παράγουσες τις f είναι και οι:  𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1, 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+2, 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑙𝑙𝑙𝑙3, 
…κτλ. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω  f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια παράγουσα 
της  f  στο Δ, τότε 

   • όλες οι συναρτήσεις της μορφής 

                            cxFxG += )()( ,    ∈c Δ, 

        είναι παράγουσες της f στο Δ και 

   • κάθε άλλη παράγουσα G της  f  στο Δ παίρνει τη μορφή 

cxFxG += )()( ,    ∈c Δ, c=σταθ. 

ΑΟΡΙΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

 

 

 

 

 

 

Σε όλα τα παραπάνω, το c=σταθ. 

Ισχύουν οι ιδιότητες:  

 

1. ∫ 0𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑐𝑐 
2. ∫ 1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 
3. ∫ 1

𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑙𝑙𝑙𝑙|𝑥𝑥| + 𝑐𝑐 

4. ∫ 𝑥𝑥𝑎𝑎 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥 𝑎𝑎 +1

𝑎𝑎+1
+ 𝑐𝑐 , 𝑎𝑎 ≠ −1 

5. ∫ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝑐𝑐 

 

6. ∫ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐 
7. ∫ 1

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑐𝑐 

8. ∫ 1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑐𝑐 
9. ∫ 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 

10. ∫ 𝑎𝑎𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑎𝑎𝑥𝑥

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙
+ 𝑐𝑐 

 ∫ 𝜆𝜆𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜆𝜆 ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑,   λ⋲ℝ 
 ∫[𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)]𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∫ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 
 



ΜΕΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 

1. Ολοκλήρωση Κατά Παράγοντες: 
 

� 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒈𝒈′ (𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒈𝒈(𝒙𝒙) − � 𝒇𝒇′ (𝒙𝒙)𝒈𝒈(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒅𝒅 

 
Π.χ: ∫ 𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑥𝑥2(𝑒𝑒𝑥𝑥 )′ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − ∫(𝑥𝑥2)′ 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − ∫ 2𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − � 2𝑥𝑥(𝑒𝑒𝑥𝑥 )′ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − �2𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 − �(2𝑥𝑥)′ 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑� = 

𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 + � 2 𝑒𝑒𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 

𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − 2𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 + 2𝑒𝑒𝑥𝑥 + 𝑐𝑐 
 

2. Ολοκλήρωση Με Αντικατάσταση:  Η μέθοδος αυτή υπολογίζει 
ολοκληρώματα της μορφής: 
 

� 𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑥𝑥)�𝑔𝑔′ (𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 

Στο παραπάνω ολοκλήρωμα, θέτω: 𝒖𝒖 = 𝒈𝒈(𝒙𝒙) και 𝒅𝒅𝒅𝒅 = 𝒈𝒈′ (𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒅𝒅 οπότε το 
ολοκλήρωμα γίνεται: 

� 𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑥𝑥)�𝑔𝑔′ (𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢 

 
Π.χ: ∫ 2𝑥𝑥√𝑥𝑥2 + 1 𝑑𝑑𝑑𝑑, θέτω 𝑢𝑢 = 𝑥𝑥2 + 1, άρα 𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑥𝑥2 + 1)′ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 
Αντικαθιστώντας στο παραπάνω ολοκλήρωμα έχω: 
 

� 2𝑥𝑥�𝑥𝑥2 + 1 𝑑𝑑𝑑𝑑 = � √𝑢𝑢 𝑑𝑑𝑢𝑢 =
2
3

𝑢𝑢3/2 + 𝑐𝑐 =
2
3

�(𝑥𝑥2 + 1)3 + 𝑐𝑐 

 

 Ορισμένα Ολοκληρώματα 

Τα ολοκληρώματα αυτά χρησιμοποιούνται πολύ συχνά για τον υπολογισμό 
εμβαδού που περικλείεται μεταξύ μιας γραφικής παράστασης και ενός άξονα. 

 

 

 

 



Ιδιότητες Ορισμένου Ολοκληρώματος 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο 

Έστω gf ,   σ υ ν ε χ ε ί ς  συναρτήσεις στο ],[ βα  και ∈μλ, ℝ. Τότε ισχύουν 

           •   ∫ ∫=
β

α

β

α
dxxfλdxxfλ )()(  

           •   ∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
dxxgdxxfdxxgxf )()()]()([  

και γενικά 

           •   ∫ ∫ ∫+=+
β

α

β

α

β

α
dxxgμdxxfλdxxgμxfλ )()()]()([  

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αν η  f  είναι  σ υ ν ε χ ή ς  σε διάστημα Δ και Δγβα ∈,, , τότε ισχύει 

∫∫∫ +=
β

γ

γ

α

β

α
dxxfdxxfdxxf )()()(  

 
ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο 

Έστω f μια  σ υ ν ε χ ή ς  συνάρτηση σε ένα διάστημα ],[ βα . Αν 0)( ≥xf  για κάθε 

],[ βαx∈  και η συνάρτηση  f  δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό, τότε 

∫ >
β

α
dxxf 0)( . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 4ο 

Αν  f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα Δ και α είναι ένα σημείο του Δ, 
τότε η συνάρτηση  

∫=
x

α
dttfxF )()( , Δx∈ ,  

είναι μια παράγουσα της f στο Δ. Δηλαδή ισχύει: 

)()( xfdttf
x

a
=

′





 ∫ ,    για κάθε    Δx∈ . 

ΘΕΩΡΗΜΑ 5ο (Θεμελιώδες θεώρημα του ολοκληρωτικού λογισμού) 

Έστω  f  μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα ],[ βα . Αν G είναι μια παράγουσα της  

f  στο ],[ βα , τότε 

∫ −=
β

α
αGβGdttf )()()(  



Μέθοδοι Ολοκλήρωσης 

1. Ολοκλήρωση Κατά Παράγοντες: 
 

� 𝒇𝒇(𝒙𝒙)
𝜷𝜷

𝜶𝜶
𝒈𝒈′ (𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒅𝒅 = [𝒇𝒇(𝒙𝒙)𝒈𝒈(𝒙𝒙)]𝜶𝜶

𝜷𝜷 − � 𝒇𝒇(𝒙𝒙)′
𝜷𝜷

𝜶𝜶
𝒈𝒈(𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒅𝒅 

Π.χ. ∫ ∫ ′−=′=
2/

0

2/

0
2/

0
ημ)(ημ)ημ( ][π π

π xdxxxxdxxxI  

         ∫−=
2/

0

2/

0
ημημ ][ ππ xdxxx  

         2/

0

2/

0
][][ συνημ ππ xxx +=  

         
2

21
2

−
=−=
ππ

. 

2. Ολοκλήρωση Με Αλλαγή Μεταβλητής: 
 

� 𝒇𝒇(𝒈𝒈(𝒙𝒙))
𝜷𝜷

𝜶𝜶
𝒈𝒈′ (𝒙𝒙)𝒅𝒅𝒅𝒅 = � 𝒇𝒇(𝒖𝒖)

𝒖𝒖𝟐𝟐

𝒖𝒖𝟏𝟏

𝒅𝒅𝒖𝒖 

 
Π.χ. 𝛪𝛪 = ∫ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑥𝑥
𝑒𝑒

1 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 (𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙)′𝑒𝑒
1 𝑑𝑑𝑑𝑑 

Θέτω όπου u=lnx, άρα du=(lnx)΄dx, u1=0 και u2=1. Επομένως το 
παραπάνω ολοκλήρωμα γίνεται: 
 

𝛪𝛪 = � 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢
1

0
= �

𝑢𝑢2

2
�

0

1

=
1
2
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